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ABSTRACT. Scopo del lavoro € sviluppare alcune forme diaal elementare, cioé senza fare ricorso al calcolo
differenziale, in modo da permettere agli alunnipbssesso soltanto di elementi essenziali di edgeb
di poter calcolare I'errore assoluto e I'erroreatiglo massimo a-priori in una grande varieta di das
misure indirette. Le formule matematiche ottersdeanno talora corredate di esempi fisici di calcol
dell'errore in alcune misure indirette che effedtivente vengono eseguite in laboratorio.
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Premessa

E noto che sey = f (Xl, ) CYI Xn) e una funzione di n variabili che esprime una deana fisica indiretta, per

calcolare la sensibilita della misuraygloccorre applicare conoscenze di calcolo diffdedeznel senso che se

of of of
dy=—adx, +—dx, +...+—dx
y 6X1 Xl OX 2 a n

X
2 n
¢ il differenziale totale della funziorfe sostituendo agli incrementi infinitesinglX, gli incrementi finiti AX; ,

che rappresentano gli errori assoluti delle grarelgz abbiamo

of of of
Ay =—AX +—AX, +...+ —AX,
0X, 0X,
Poiché il valore assoluto della somma non e supedtla somma dei valori assoluti, troviam@riori I'errore

assoluto massimgy(y) della grandezza y:

& | of
e.(y)=2 | Ax (1.1)
2ox
Una volta calcolato I'errore (1.1) si pu0 trovarpriori I'errore relativo massimo che e
AV =159 A (1.2)
y f=0x

Scopo di questo lavoro e sviluppare alcune formeattiolo elementare per le formule (1.1) e (1.B)é senza
fare ricorso al calcolo differenziale , in modo darmettere agli alunni, in possesso soltanto dinetsi
essenziali di algebra, di poter calcolare I'errassoluto e I'errore relativo massinaopriori in una grande
varieta di casi di misure indirette. Le formule aragtiche che noi otterremo saranno talora corretfatsempi
fisici di calcolo dell’errore in alcune misure indiite che effettivamente vengono eseguite in ldbdoa

Caso della somma-differenza e del prodotto per una costante
Supponiamo di avere una grandeyzakx dove k & una costante nota con assoluta precisidoi#amo
Ay = k(x + Ax) - kx = kAAx

percio in questo caso risulta

£, (kx) =|kAX] (2.1)
e un errore relativo
£, (kx) _Ax

kx X

Nel caso della somma o della differenza di dusiteir y = X; + X, abbiamo

(2.2)

£ (k)=

Ay =% + DX % (%, + DX, ) = (¥ £ X, ) = Ax; + AX,
per cui
Ea (X £ %) = || + [0, | (2.3)
La (2.3) si estende facilmente al caso della somgebrica di n grandezze.
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Caso del prodotto.
Sia y = X%, , quanto valeAy ? Abbiamo:
Ay = (xl + Axl)(x2 + sz) = X Xy = X AX, + X, A% + AX DX,

E tenuto conto cheAX; AX, << X;AX, + X,AX; abbiamo

Ay = X, DX, + X,0% (3.1)
percio

£a (XX ) =X % | + [ Xp )| (3.2)

Esempio: si voglia calcolare I'area di un rettangolo dindnsionia = (0,200+ 0,001 ) m é = (0,300t 0,001)

m. L'area & S = ab = 0,06’m 600 cri. Risulta del tutto evidente che I'errore assomassimaa priori &

AS = aAb + bAa = 0,200m203m+ 0,300m 103 m= 05103m? =5cm?

La somma delle aree dei rettangolini tratteggiati

b

rappresenta l'errore assoluto massimo a priori oo
esprimiamo la misura di S. E ancora chiaro comedsiatutto

a trascurabile l'area del quadratino piu scuro, chepresenta
AalAb. Pertanto se dobbiamo misurare I'area di unngtikp con
dimensioni di 20,0 cm e 30,0 cm misurate con kcisione del

JAY: mm, otteniamo un valore

S = (6Q05) cnf

Occupiamoci ora dell’errore relativo del prodottiodde grandezze . Dividendo la (3.2) per il proootX;
otteniamo

1 Xz
Nel caso della misura dell'area precedente abb@ungue un errore relativo:

AS _ Aa +A_b _ 10°° N 10°°
S a b 02 03

Per altro tale errore si sarebbe potuto calcolaettdmente facendo il rapporto
5cm?

60Ccm?
Esaminiamo ora il prodotto di tre grandezze.

& (xaxp) = =2 + (3.3)

10,005+ 00,0031 001=1%

o001

Postoy = X; X, X5, abbiamo

Ay = A[(XIXZ )X3] = X1X2Ax3 + X3A(X1X2) = X1X2AX3 + X3 (X].AXZ + X2AX1) = X1X2AX3 + X1X3AX2 + X3X2AX1
Abbiamo percio
€a (X1X2 Xs) = |AX1 (Xz X3)| + |AX2 (X1X3 )| + ‘AX?, (X1X2 ) ‘ (3.4)
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Dividendo poi la (2.7) pex;x:xs otteniamo I'errore relativo massinagoriori per il prodotto di tre fattori

AX
&, (X1X2X3 :%A)&% %AX2| %X3§
3

Le espressioni (3.4) e (3.5) sono facilmente geizeedili al caso del prodotto di n fattori.

(3.5)

Per esempio nel caso del volume di un paralledgfnpi dimensioni a, b e ¢ abbiamo
V =abc
e quindi
£,(V)= &, (abc) = bcha + acAb + abAc
mentre I'errore relativo risulta

Na Ab Ac
g (V)=¢ (abc)—?+F -

Caso del quoziente

X

Dato z= —~ , vogliamo determinare I'errore assoluto massamoiori di z. AbbiamoX; = X, Z e quindi dalla
X
2

(3.1) abbiamd\x; = X,Az + ZAX, . Da questa equazione possiamo ricaares otteniamo

AX ZAX
Nz=—"2L-""2
X5 X
e tenuto conto della definizione dabbiamo
DX X A%,

abbiamo pertanto

X AX X, AX
Ea| = | ==+ (4.1)
X, Xz X,
. . X
Abbiamo ancora una volta, dividendo la (4.1) pé‘
Xz
X AX AX
gr s = -1 + —2 (42)
X2 X Xz

Per esempio, nella determinazione di una resisteanametodo voltamperometrlcoRZI—, applicando la

(4.1) abbiamo

AV  VAI
mentre 'errore relativo sara
AV Al
(R)="-+—
V |
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Caso della potenza

Sia y = X%, abbiamoy =xX e pertanto, applicando la (3.1), otteniamo:

By = A(x? )= xtx + xtx = 2x
Abbiamo allora

£,(x?)=|2xax (5.1)
E un errore relativo
e (x?)= ‘2A—XX (5.2)

Nel caso di un cubo avremyg = x3 = X(Xz). Percio
Ay = A(xs) = A[x(x2 )] = x2Ax + xA(x2 ) = X2AX + X2xAx = 3x?AX

Dove abbiamo applicato la (3.1) e la (5.1). Perisuilta

£.[x)=[3nx (5.3)

3 AX
£ \X7]=13—
X
Le formule (5.3) e (5.4) si generalizzano facilneert facile dimostrare in effetti che:
ea(x”):‘nx”‘le‘ (5.5)
Ax
£, (x”):

n_
X

Per esempio, I'area di un quadrato di la8®S = |2, mentre il volume di un cubo di lat@: V = P, pertanto in

virtu di (5.5) e (5.6) risulta

€ ancora

(5.4)

(5.6)

Al Al
g.(S)=2Al; £(9)= 275 g,(V)=32Al ; g (v)=3|—
Vediamo ancora due interessanti esempi.

Dato un cilindro di raggio r e di altezza h il suolume é:V = ﬂzh.Voinamo calcolare I'errore assoluto
massimo a priori di V e poi il suo errore relatimmassimo a priori. Tenendo conto di (2.1), (3.1)5€l)
abbiamo
AV = Alr 2h)= m(r2h)= 7ha(r2)+ 7 28h = 7h2rar + 2200
Ossia
£,(V)=m(2har +rah)
e quindi anche

£.(v) _ mr(2har +rah) _,4r , Ah

V 71 %h r h

£ (V)=
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Esempio: determinazione dell'accelerazione di gravita tanetodo del pendolo semplice.
Dall’equazione del periodo del pendolo semplicegiecole oscillazioni

T :277\/I
g

_ |
g—4772T—2

Da cui si deduce

Vogliamo determinare I'errore assoluto massimo iarpnella determinazione di g. Per fare questogtelo
presente la (2.1) abbiamo

£.(0)=¢, (4772 Tl—zj =4re, (Tl_zj

AV
Xo

X AX
+12
X

I X
Per calcolareg, (T_z facciamo uso della (4.1, ey dove al posto dk; metteremo
X

2

| e al posto dk, T?. In tal modo otteniamo
| Y _ Al IA[T2) Al 12TAT _ Al 2IAT
E)— ==+ =+ =+
T2) T2 T* T2 T4 T2 T°®

Percio abbiamo

Al 2IAT
Ea(g):4ﬂ2(_|_—2+ T3 j

I
Naturalmente I'errore relativo massimo a priorotiene dividendo £, (g) per 471 — erisulta:
T

_ Al 2AT
5r(9)—|—+?

Caso dellaradice
Terminiamo le nostre considerazioni con il casdedeldice, vale a dire poniamd= x/; Dalla definizione di

z otteniamoX = z" e percio in base alla formula della potenza ottapid\X = nzn_lAZ, da cui ricaviamdz e
quindi
~1 Ax _ 1 Ax

Az =
nz nn Xn—l

Dove abbiamo tenuto conto della definizione.d\bbiamo pertanto:

£.(2)=2.(Vx)=

Si noti che la (6.1) si pud anche scrivere

le

n n/Xn—l

(6.1)
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1

&, (Q&)z L X" AX (6.2)

n

Trattiamo infine il caso diy = NV x™ . Deduciamo la regola del calcolo dell’errore diafla (6.2) sostituendo a

z la variabiley e mettendo al posto #j x". Si ha cosi

1 m_ m_
e )= e oo a1

Abbiamo in definitiva

) (m B m
E,WXT ==X AX =|——=A (6.3)

Dalle (6.2) e (6.3) si deducono poi facilmentéolenule dell’errore relativo. Si ha per la preciso

e [x)=| -~ (6.4)
ga(W): %% (6.5)

Conclusioni

Altri esempi relativi a situazioni piu complessepsitranno incontrare nella effettiva pratica sperimale e
lasciamo all'insegnante la cura di stabilire cagw paso, utilizzando il metodo esposto, I'errorgoago
massimoa priori. Ci poniamo alla fine perd una domanda che nosigo® piu evitare: perché un metodo “ad
hoc” come quello esposto pud essere importantake gisulta la sua valenza didattica?

Il lettore attento si sara accorto che in tale melogia € presente I'uso implicito di alcune regdle
differenziazione. Tuttavia tali regole non vengomcavate in maniera astratta e formale come avviene
matematica, ma, al contrario, seguendo procedimeumtistici”, e tuttavia rigorosi, che consentoribatunno di
maturare e applicare gradualmente le regole demiffziazione in un contesto concreto. E dunquetagues
un’occasione per l'insegnante di matematica ediglcintrodurre in modo naturale, ad esempio in teraa
liceo scientifico, ma anche nell'ultima parte delcendo anno del biennio dell'ITIS, concetti cheagsaio
sviluppati nelle ultime classi. In questo modo 8liaza quel fecondissimo metodo che va sotto imeodi
“matematizzazione del reale” che, se da un latdritnrisce alla comprensione della fisica , in qoaatuta
I'allievo ad acquisire la capacita di elaborare elbdlella realta e di discutere criticamente ii daerimental,
dall'altro fa apparire la matematica un po’ menoutile” di quanto in genere non venga consideratglid
allievi. E questo, a mio modesto avviso, & un d¢ibihon trascurabile.



